RING ABELIAN DAN MODUL ABELIAN
Oleh:
Andri Novianto @
Elah Nurlaelah @
Ririn Sispiyati @
ABSTRAK

Dalam tulisan ini akan diperkenalkan modul abelian sebagai perluasan dari ring
abelian. Misalkan R suatu ring dengan elemen kesatuan. Suatu ring R disebut
abelian jika setiap elemen idempoten di R merupakan central yaitu, berlaku
ae = ea, untuk a € R, dan idempotent e € R. M suatu R-modul disebut abelian
jika untuk suatu m € M dan a € R, suatu e € R, berlaku aem = eam. Dapat
dibuktikan bahwa setiap ring tereduksi, setiap ring semikomutatif, setiap ring
armendariz, setiap ring armendariz deret pangkat, dan ring simetrik merupakn
ring abelian. Begitu juga untuk setiap modul tereduksi, setiap modul
semikomutatif, setiap modul armendariz, setiap modul armendariz deret
pangkat, dan setiap modul simetrik merupakan modul abelian.

Kata kunci: ring, modul, abelian, tereduksi, semikomutatif, armendariz,
armendariz deret pangkat, simetrik, pp-modul.



1. PENDAHULUAN

Dalam artikel ini R menotasikan suatu ring dengan elemen kesatuan 1
dan modul dengan elemen kesatuan M R-modul. Dalam jounal yang dipaparkan
Agayev, N. et al, .(2009) yang berjudul abelian modul terdapat definisi-defini
yang berkaitan dengan ring abelian dan modul abelian. Suatu ring R disebut
tereduksi, jika ring tersebut tidat memiliki elemen nilpotent taknol. Suatu
modul M disebut tereduksi, jika untuk suatu m € M dan a € R, am = 0 maka
Rm naM = 0. Misalkan suatu idempotent e € R, M disebut p.p-modul jika
untuk suatu m € M, lr(m) = Re dimana Iz (m) suatu annihilator Kiri dari suatu
elemenm € M.

Diberikan suatu ring R, didefinisikan polinom perluasan atas R sebagai berikut:

S
R[x] = {Z a;x' ,s>0,a; € R}

i=0
Dan polinom deret pangkat perluasan atas R sebagai berikut

R[[x]] = {i a;xt,a; € Rl

i=0
Suatu modul M didefinisikan polinom perluasan atas M sebagai berikut

S
M(x] = {Zmixi ,s=>0,m; € M}
i=0

Dan polinom deret pangkat perluasan atas M sebagai berikut

M[[x]] = {Z m;xt ,m; € M}
i=0

Suatu ring R disebut armendariz jika untuk suatu f(x) = Y™, a;x' € R[x] dan
g(x) = ¥3_obix’,€ R[x], a;,b; €R dengan f(x)g(x) =0 maka a;b; =
0,V i,j. Suatu ring R disebut armendariz deret pangkat jika untuk suatu
fO) =32 axt € R[[x]] dan g(x)= Yiobixl € R[[x]], f(x)g(x)=0
maka a;b; = 0,V i,].

Suatu modul M disebut armendariz jika untuk suatu m(x) = Y, m;x‘ € M[x]
dan f(x) = X3 oa;x’,€ R[x], f(x)m(x) =0 maka aym; = 0,V i,j. Suatu
modul M disebut armendariz deret pangkat jika untuk suatu m(x) =
Yo, mxt € M[[x]] dan f(x) = SLiaixt € R[[x]], f(x) m(x) =0 maka
am; = 0,vij.



Suatu ring R disebut semikomutatif jika untuk setiap a € R, lz(a)
adalah ideal di R. Dengan kata lain, untuk sembarang a,b € R, ba = 0 maka
bRa = 0. Suatu modul M disebut semikomutatif jika untuk setiap m €
M, I (m) adalah suatu ideal dari R. Dengan Kkata lain, untuk suatu m € M, a €
R, am = 0 mengakibatkan aRm = 0

Suatu ring R disebut simetrik, jika abc = 0 akibatnya bac = 0, untuk
suatu a,b,c € R. Suatu modul M disebut simetrik, jika abm = 0 akibatnya
bam = 0, untuk suatum € M dan a,b € R.

2. PEMBAHASAN

Dalam ring terdapat perluasan pembahasan yaitu mengenai ring abelian.
Secara eksplisit ring abelian didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.1
Suatu ring R disebut abelian jika semua elemen idempoten di R adalah central,
yaitu berlaku ae = ea untuk setiap a € R dan idempoten e € R.

Contoh 2.2
1. Himpunan bilangan bulat Z adalah ring abelian, karena semua idempoten di
Z vyaitu 0 dan 1 berlaku ae =ea,Va € Z. Ambil sembarang x € Z
perhatikan bahwa,
untuke = 0
x0=0=0x
untuke =1
xl=x=1x
2. Himpunan matrik atas R yang berukuran 2 x 2 atau biasa dinotasikan

M,(R) = {(Z Z) |a,b.c.d € R} adalah bukan ring abelian.

Misalkan M,(R) adalah suatu ring, ambil e = (g 1) € M,(R) karena
, (0 1y/(0 1y _ (0 1\ _ . .
e’ = (0 1) (0 1) = (0 1) =e € M,(R), artinya e suatu idempoten

di M,(R). Ambil sembarang a = ((1) 1) € M, (R), perhatikan bahwa
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artinya bahwa ae # ea,a € M,(R). Oleh karena itu M,(R) bukan ring
abelian

Lemma- lemma dibawah ini menunjukkan bahwa setiap ring
semikomutatif, setiap ring tereduksi, setiap ring armendariz, setiap ring
armendariz deret pangkat, dan setiap ring simetrik merupakan ring abelian dan
menunjukkan terdapat hubugan antara antara ring abelian dengan ring
semikomutatif, ring tereduksi, ring armendariz, ring armendariz deret pangkat,
dan ring simetrik.

Lemma 2.3

1. Jika ring R adalah ring semikomutatif maka R merupakan ring abelian.

2. Jika ring R merupakan ring abelian dan p.p-ring maka R suatu ring
semikomutatif.

Lemma 2.4

1. Jikaring R merupakan ring tereduksi maka R merupakan ring abelian.

2. Jika ring R merupakan p.p-ring dan ring abelian maka R adalah ring
tereduksi.

Lemma 2.5
1. Jika R merupakan ring armendariz maka R adalah ring abelian.
2. Jika R adalah p.p.-ring dan ring abelian maka R adalah ring armendariz.

Akibat 2.6

1. Jika R adalah ring armendariz deret pangkat maka R adalah ring abelian.

2. Jika R adalah p.p.-ring dan ring abelian maka R adalah ring armendariz
deret pangkat.

Lemma 2.7

1. Jika ring R merupakan ring simetrik maka R merupakan ring abelian.

2. Jika R merupakan p.p-ring dan ring abelian maka R adalah ring simetrik.
Teorema 2.8

Misalkan suatu ring R merupakan p.p-ring. Maka pernyataan berikut ekuivalen:
1. R adalah ring tereduksi

R adalah ring simetrik

R adalah ring semikomutatif

R adalah ring armendariz

R adalah ring armendariz deret pangkat
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6. R adalah ring abelian

Bukti:

1=2

Misalkan R merupakan ring tereduksi dan p.p-ring. Ambil sembarang a, b, c €
R dengan abc =0, karena R suatu p.p-ring maka a € lz(bc) = Re, untuk
suatu idempoten e € R mengakibatkan ebc = 0 dan a = ae. Karena R ring
tereduksi tidak sulit untuk menunjukkan bahwa R merupakan ring
semikomutatif, sehingga didapat ebRc = 0. Untuk a € R perhatikan bahwa,
ebRc = ebac

= baec Karena R abelian
= bac Karena ae = a
=0
Oleh karena bac = 0, maka R merupakan ring simetrik.

2=3

Misalkan R adalah ring simetrik dan p.p-ring. Ambil sembarang a,b € R
dengan ba = 0. Karena R adalah p.p-ring maka b € lz(a) = Re untuk suatu
idempoten e € R yang mengakibatkan ea = 0 dan b = be, ini berarti Rea = 0.
Karena setiap ring simetrik merupakan ring abelian. Sehingga Rea = eRa =
0. Dengan mengalikan b disisi kiri maka didapat beRa = 0, karena b = be
menyebabkan bRa = 0. Berdasarkan Definisi 3.3 jadi R merupakan ring
semikomutatif.

3=>4

Misalkan R merupakan ring semikomutatif dan p.p-ring. Karena setiap ring
semikomutatif merupakan ring abelian. Dan jika R merupakan ring abelian dan
p.p-ring maka R merupakan ring armendariz. Sehingga Untuk sembarang
fx)=ay+a;x+ ... +a,x™ dan g(x) = by + byx + ... + b,x™ dengan
f(x) - g(x) = 0dimana f(x)g(x) € R[X]. maka a;b; = 0,V i, ,

4 =5

Misalkan R merupakan ring armendariz dan p.p-ring. Karena setiap ring
armendariz merupakan ring abelian. Dan jika R merupakan ring abelian dan
p.p-ring maka R merupakan ring armendariz deret pangkat. Sehingga untuk
sembarang  f(x) =ay+a;x+ ... +a,x™ dan g(x) =by+bx+ ..+
bnx™ dengan f(x)-m(x) =0 dimana f(x)g(x) € R[[X]]. maka a;b; = 0,
VI<i<mwl1<j<ow

5=6



Misalkan R merupakan ring armendariz deret pangkat dan p.p-ring.
Berdasarkan akibat 2.6 maka R merupakan ring abelian

6=1

Misalkan R merupakan ring abelian dan p.p-ring , berdasarkan lemma 2.4
maka R merupakan ring tereduksi.

Terdapat suatu konsep perluasan konsep dari ring abelian yang dipadukan
dengan konsep modul yaitu modul abelian. Secara eksplisit modul abelian
didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.9

M R-modul disebut abelian jika untuk suatu m € M dan a € R, suatu e €
R ,berlaku aem = eam.

Lemma 2.10

1. Jika R adalah ring abelian maka M R-modul adalah abelian

2. Jika R adalah ring abelian maka R R-modul adalah suatu modul abelian
contoh bahwa ada suatu modul abelian atas suatu ring non-abelian R.

Contoh 2.11

Misalkan F suatu field. Pandang matriks segitiga atas berukuran 2 x 2 suatu

ring R = (I(; II::) dan suatu modul kanan M = (8 2

8 1) € R maka e suatu 6dempotent di R.

) € R, perhatikan bahwa,

). Sekarang misalkan
_(0 1 2 _ , _
e—(o 1)eR,karenae —e—(

. /11
Ambil sembarang a = (0 1

3 ae=(y ) =0 1)
te=(5 ) =0 1)
Diperoleh bahwa ae # ea artinya ada suatu 6dempotent e € R bukan central

mengakibatkan R bukan suatu ring abelian.
0 O

0 m)EM

Untuk menunjukan M suatu modul abelian ambil sembarang m = (

dana = ((1) 1) €ERdane = (8 1) € R. Perhatikan bahwa

mae=(§ )G G D=6 96 9-6 %)

mea=(3 w)o D0 D=6 Wb V=0 »



Diperoleh bahwa mae = mea menunjukkan bahwa M suatu R-modul abelian.

Lemma 2.12

1. Jika M R-modul suatu modul abelian maka submodul dari M R-modul juga
modul abelian.

2. Jika M dan M' adalah R-modul abelian dan ¢ : M — M’ merupakan
homomorfisma modul maka ker (¢) dan Im(¢) merupakan modul abelian.

3. Jika R suatu ring dan M, M,, ... ,M, merupakan modul-modul abelian
atas R maka direct product dari keluarga modul M;, M,, .. ,M, atas R
merupakan modul abelian .

4. Jika R suatu ring dan M,,M,, ... ,M, merupakan modul-modul abelian
atas R maka direct sum dari keluarga modul M;,M,, .. ,M, atas R

merupakan modul abelian .

Lemma 2.13

1. Jika M R-modul adalah modul semikomutatif maka M R-modul adalah
modul abelian.

2. Jika M R-modul adalah suatu p.p.-modul dan modul abelian maka M R-
modul adalah modul semikomutatif.

Lemma- lemma dibawah ini menunjukkan bahwa setiap modul
semikomutatif, setiap modul tereduksi, setiap modul armendariz, setiap modul
armendariz deret pangkat, dan setiap modul simetrik merupakan modul abelian
dan menunjukkan terdapat hubugan antara antara modul abelian dengan modul
semikomutatif, modul tereduksi, modul armendariz, modul armendariz deret
pangkat, dan modul simetrik.

Lemma 2.14

1. Jika M R-modul merupakan modul tereduksi maka M R-modul merupakan
modul abelian.

2. Jika M R-modul merupakan p.p-modul dan modul abelian maka M R-modul
adalah modul tereduksi.

Lemma 2.15

1. Jika M R-modul adalah armendariz maka M R-modul adalah modul abelian.

2. Jika M R-modul adalah p.p.-modul dan modul abelian maka M R-modul
adalah modul armendariz.



Akibat 2.16

1. Jika M R-modul adalah modul armendariz dari deret pangkat maka M
adalah abelian.

2. Jika M R-modul adalah p.p.-modul dan modul abelian maka M R-modul
adalah modul armendariz deret pangkat.

Lemma 2.17

1. Jika M R-modul merupakan modul simetrik maka M R-modul merupakan
modul abelian.

2. Jika M R-modul merupakan p.p-modul dan modul abelian maka M R-modul
adalah modul simetrik.

Contoh 2.18

Ada suatu modul abelian yang bukan merupakan armendariz, semikomutatif

dan tereduksi.

. _(fa b _ _ . _ . .
Misalkan R = {(C d) |a =dmod2,b=c=0 modz} suatu ring matriks
atas Z, membentuk modul atas dirinya sendiri, M R-modul. Karena (8 8) dan

1 0 . . . a b
(0 1) elemen idempotent di R, ambil sembarang (C d) € R dan

(m1 m,

ms m4) € M. Perhatikan bahwa,

¢ DG Do m)=C Dl my)
m m
:((1) (1))(? Z)(m; mi)
dan
(e D6 06 m)=G =0 )G JG m)
Oleh karena itu M R-modul abelian.
Untuk (_02 0)eRdan (0 2)EM, didapat (0 0)(0 2)=(0 0)

2 0 2 -2 2/7\0 2 0 0
tetapi (_02 g) (g g) (8 g) * (8 8) untuk suatu ((2) g) € R. Sehingga
M R-modul tidak semikomutatif.

Misalkan
m(x) = ((2) (2)) + (g (Z))x € M[X]
flo) = (g _22) + (8 (z))x € R[X]



Dengan f(x)m(x) =0, tetapi (g g) (8 S);ﬁ (8 8) Oleh karena itu

M R-modul bukan merupakan modul armendariz.
Karena untuk setiap modul tereduksi adalah modul semikomutatif, maka M R-
modul bukan merupakan modul tereduksi.

Teorema 2.20
Misalkan M R-modul merupakan p.p-modul. Maka pernyataan berikut
ekuivalen:
M R-modul adalah modul tereduksi
M R-modul adalah modul simetrik
M R-modul adalah modul semikomutatif
M R-modul adalah modul armendariz
M R-modul adalah modul armendariz deret pangkat
. M R-modul adalah modul abelian
Bukti:
1=2
Misalkan M R-modul merupakan modul tereduksi dan p.p-modul. Ambil
sembarang m € M dan a,b € R dengan bam = 0, karena M R-modul suatu
p.p-modul, b € lz(am) = Re, untuk suatu idemmpoten e € R, mengakibatkan
eam = 0 dan b = be. Karena M R-modul merupakan modul tereduksi, tidak
sulit untuk menunjukkan bahwa M R-modul merupakan modul semikomutatif
sehingga didapat eaRm = 0. Untuk b € R perhatikan bahwa,

eabm = abem = abm = 0
Oleh karena abm = 0 maka M R-modul merupakan modul simetrik
2=3
Misalkan M R-modul merupakan modul simetrik dan p.p-modul. Ambil
sembarang m € M dan a € R dengan am = 0. Karena M R-modul adalah p.p-
modul maka a € [R(m) = Re untuk suatu 9dempotent e € R akibatnya em = 0
dan a = ae, ini berarti Rem = 0. Karena setiap M R-modul simetrik
merupakan M R-modul abelian. Sehingga Rem =eRm = 0. Dengan
mengalikan a disisi Kiri maka didapat aeRm = 0, karena a = ae menyebabkan
aRm = 0. Jadi M R-modul merupakan modul semikomutatif.
3=4
Misalkan M R-modul merupakan modul semikomutatif dan p.p-modul. Karena
setiap M R-modul semikomutatif merupakan M R-modul abelian. Dan jika
M R-modul merupakan modul abelian dan p.p-modul maka M R-modul
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merupakan modul armendariz. Sehingga untuk sembarang f(x) = ay + a;x +
v +a,x™ dan m(x) =by+ byx+ ... + bp,x™ dengan f(x)m(x)=0
dimana f(x) € R[X] dan g(x) € M[X] maka a;b; = 0,V i,j.

4 =5

Misalkan M R-modul merupakan modul armendariz dan p.p-modul. Karena
setiap M R-modul armendariz merupakan M R modul abelian. Dan jika M R-
modul merupakan modul abelian dan p.p-modul maka M R-modul merupakan
modul armendariz deret pangkat. Sehingga untuk sembarang f(x) = aq +
a1 x + ... + a,x™ dan m(x) = by + byx + ... + b,x™ dengan f(x)m(x) =
0 dimana f(x) € R[[X]] dan g(x) € M[[X]] maka am; =0, V1<i<
0,1 <j < oo,

5=6

Misalkan M R-modul merupakan modul armendariz deret pangkat dan p.p-
modul, berdasarkan akibat 2.16 maka M R-modul merupakan modul abelian.
6=1

Misalkan M R-modul merupakan modul abelian dan p.p-modul, berdasarkan
lemma 2.14 maka M R-modul merupakan modul tereduksi.

3. KESIMPULAN

1. Setiap ring tereduksi, setiap ring semikomutatif, setiap ring armendariz,
setiap ring armendariz deret pangkat, dan ring simetrik merupakan ring
abelian.

2. Terdapat hubungan antara ring abelian, ring semikomutatif, ring simetrik,
ring tereduksi, ring armendariz, ring armendariz deret pangkat. Hubungan
tersebut terdapat dalam pernyataan ekuivalen berikut :

Misalkan suatu ring R merupakan p.p-ring Maka
1. R adalah ring tereduksi

R adalah ring simetrik

R adalah ring semikomutatif

R adalah ring armendariz

R adalah ring armendariz deret pangkat

6. R adalah ring abelian

3. Setiap modul tereduksi, setiap modul semikomutatif, setiap modul
armendariz, setiap modul armendariz deret pangkat, dan setiap modul
simetrik merupakan modul abelian.

ok~ wn
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4. Terdapat hubungan antara modul abelian dengan modul semikomutatif,
modul tereduksi, modul armendariz, modul armendariz deret pangkat, dan
modul simetrik. Hubungan tersebut terdapat dalam pernyataan ekuivalen
berikut :

Misalkan M R-modul merupakan p.p-modul, maka
1. M R-modul adalah modul tereduksi

M R-modul adalah modul simetrik

M R-modul adalah modul semikomutatif

M R-modul adalah modul armendariz

M R-modul adalah modul armendariz deret pangkat

M R-modul adalah modul abelian

o ks wn
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