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ABSTRAK 

Dalam tulisan ini akan diperkenalkan modul abelian sebagai perluasan dari ring 

abelian. Misalkan   suatu ring dengan elemen kesatuan. Suatu ring   disebut 

abelian jika setiap elemen idempoten di   merupakan central yaitu, berlaku 

     , untuk    , dan idempotent    .   suatu  -modul disebut abelian 

jika untuk suatu     dan    , suatu                     . Dapat 

dibuktikan bahwa setiap ring tereduksi, setiap ring semikomutatif, setiap ring 

armendariz, setiap ring armendariz deret pangkat, dan ring simetrik merupakn 

ring abelian. Begitu juga untuk setiap modul tereduksi, setiap modul 

semikomutatif, setiap modul armendariz, setiap modul armendariz deret 

pangkat, dan setiap modul simetrik merupakan modul abelian. 

 

Kata kunci: ring, modul, abelian, tereduksi, semikomutatif, armendariz, 

armendariz deret pangkat, simetrik, pp-modul. 
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1. PENDAHULUAN 

 

 Dalam artikel ini   menotasikan suatu ring dengan elemen kesatuan   

dan modul dengan elemen kesatuan    -modul. Dalam jounal yang dipaparkan 

Agayev, N. et al, .(2009) yang berjudul abelian modul terdapat definisi-defini 

yang berkaitan dengan ring abelian dan modul abelian. Suatu  ring   disebut 

tereduksi, jika ring tersebut tidat memiliki elemen nilpotent taknol. Suatu 

modul   disebut tereduksi, jika untuk suatu             ,      maka 

       . Misalkan suatu idempotent    ,   disebut p.p-modul jika 

untuk suatu    ,          dimana       suatu annihilator kiri dari suatu 

elemen    . 

Diberikan suatu ring  , didefinisikan polinom perluasan atas   sebagai berikut: 

          
  

 

   

           

Dan polinom deret pangkat perluasan atas   sebagai berikut 

            
 

 

   

        

Suatu modul    didefinisikan polinom perluasan atas   sebagai berikut 

          
  

 

   

           

Dan polinom deret pangkat perluasan atas   sebagai berikut 

            
 

 

   

        

Suatu ring   disebut armendariz jika untuk suatu          
  

         dan 

         
  

                  dengan            maka      

       . Suatu ring   disebut armendariz deret pangkat jika untuk suatu 

         
  

           dan          
  

                          

maka             . 

Suatu modul   disebut armendariz jika untuk suatu          
  

         

dan          
  

                        maka             . Suatu 

modul   disebut armendariz deret pangkat jika untuk suatu      

    
  

           dan          
  

                        maka 

            . 
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 Suatu ring R disebut semikomutatif jika untuk setiap    ,       

adalah ideal di  . Dengan kata lain, untuk sembarang            maka 

     . Suatu modul   disebut semikomutatif jika untuk setiap   

        adalah suatu ideal dari  . Dengan kata lain, untuk suatu       

       mengakibatkan        

 Suatu ring   disebut simetrik, jika       akibatnya      , untuk 

suatu        . Suatu modul   disebut simetrik, jika       akibatnya 

     , untuk suatu     dan      . 

 

2. PEMBAHASAN 

 

Dalam ring terdapat perluasan pembahasan yaitu mengenai ring abelian. 

Secara eksplisit ring abelian didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 2.1 

Suatu ring R disebut abelian jika semua elemen idempoten di R adalah central, 

yaitu berlaku       untuk setiap     dan idempoten    . 

Contoh 2.2 

1. Himpunan bilangan bulat   adalah ring abelian, karena semua idempoten di 

  yaitu   dan   berlaku           . Ambil sembarang     

perhatikan bahwa, 

untuk     

        

untuk     

        

2. Himpunan matrik atas   yang berukuran     atau biasa dinotasikan 

        
  
  

              adalah bukan ring abelian.  

Misalkan       adalah suatu ring, ambil    
  
  

        karena 

    
  
  

  
  
  

   
  
  

         , artinya   suatu idempoten 

di      . Ambil sembarang    
  
  

       , perhatikan bahwa 
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artinya bahwa               . Oleh karena itu       bukan ring 

abelian 

 

 Lemma- lemma dibawah ini menunjukkan bahwa setiap ring 

semikomutatif, setiap ring tereduksi, setiap ring armendariz, setiap ring 

armendariz deret pangkat, dan setiap ring simetrik merupakan ring abelian dan 

menunjukkan terdapat hubugan antara antara ring abelian dengan ring 

semikomutatif, ring tereduksi, ring armendariz, ring armendariz deret pangkat, 

dan ring simetrik. 

Lemma 2.3 

1. Jika  ring   adalah ring semikomutatif maka   merupakan ring abelian. 

2. Jika ring   merupakan ring abelian dan p.p-ring maka   suatu ring 

semikomutatif. 

Lemma 2.4 

1. Jika ring   merupakan ring tereduksi maka   merupakan ring abelian. 

2. Jika ring   merupakan p.p-ring dan ring abelian maka   adalah ring 

tereduksi. 

Lemma 2.5 

1. Jika   merupakan ring armendariz maka   adalah ring abelian.  

2. Jika   adalah     -ring dan ring abelian maka   adalah ring armendariz. 

Akibat 2.6 

1. Jika   adalah ring armendariz deret pangkat maka   adalah ring abelian. 

2. Jika   adalah     -ring dan ring abelian maka   adalah ring armendariz 

deret pangkat. 

Lemma 2.7 

1. Jika ring   merupakan ring simetrik maka   merupakan ring abelian. 

2. Jika   merupakan p.p-ring dan ring abelian maka   adalah ring simetrik. 

Teorema 2.8 

Misalkan suatu ring   merupakan p.p-ring. Maka pernyataan berikut ekuivalen: 

1.   adalah ring tereduksi 

2. R adalah ring simetrik 

3. R adalah ring semikomutatif 

4. R adalah ring armendariz 

5. R adalah ring armendariz deret pangkat 
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6. R adalah ring abelian 

Bukti: 

     

Misalkan   merupakan ring tereduksi dan p.p-ring. Ambil sembarang       

  dengan       , karena   suatu p.p-ring maka            , untuk 

suatu idempoten     mengakibatkan       dan     . Karena   ring 

tereduksi tidak sulit untuk menunjukkan bahwa    merupakan ring 

semikomutatif, sehingga didapat        . Untuk     perhatikan bahwa, 

           

                 Karena   abelian 

              Karena       

            

Oleh karena      , maka   merupakan ring simetrik. 

     

Misalkan   adalah ring simetrik dan p.p-ring. Ambil sembarang       

dengan     . Karena   adalah p.p-ring maka            untuk suatu 

idempoten     yang mengakibatkan      dan     , ini berarti      . 

Karena setiap ring simetrik  merupakan ring abelian. Sehingga           

 . Dengan mengalikan   disisi kiri maka didapat       , karena      

menyebabkan      . Berdasarkan Definisi 3.3 jadi   merupakan ring 

semikomutatif. 

     

Misalkan   merupakan ring semikomutatif dan p.p-ring. Karena setiap ring 

semikomutatif merupakan ring abelian. Dan jika   merupakan ring abelian dan 

p.p-ring maka   merupakan ring armendariz. Sehingga Untuk sembarang  

                     dan                       dengan 

            dimana              . maka             ,  

     

Misalkan   merupakan ring armendariz dan p.p-ring. Karena setiap ring 

armendariz merupakan ring abelian. Dan jika   merupakan ring abelian dan 

p.p-ring maka   merupakan ring armendariz deret pangkat. Sehingga untuk 

sembarang                       dan                 

      dengan             dimana                . maka        
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Misalkan   merupakan ring armendariz deret pangkat dan p.p-ring. 

Berdasarkan akibat 2.6 maka   merupakan ring abelian 

     

Misalkan   merupakan ring abelian dan p.p-ring , berdasarkan lemma 2.4 

maka   merupakan ring tereduksi.  

 

Terdapat suatu konsep perluasan konsep dari ring abelian yang dipadukan 

dengan konsep modul yaitu modul abelian. Secara eksplisit modul abelian 

didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 2.9 

    -modul disebut abelian jika untuk suatu     dan    , suatu   

                  . 

Lemma 2.10 

1. Jika   adalah ring abelian maka    -modul adalah abelian 

2. Jika   adalah ring abelian maka    -modul adalah suatu modul abelian 

contoh bahwa ada suatu modul abelian atas suatu ring non-abelian  . 

Contoh 2.11 

Misalkan   suatu field. Pandang matriks segitiga atas berukuran     suatu 

ring    
  
  

  dan suatu modul kanan    
  
  

 . Sekarang misalkan 

   
  
  

   , karena       
  
  

    maka   suatu 6dempotent di  . 

Ambil sembarang    
  
  

   , perhatikan bahwa, 

3.     
  
  

  
  
  

   
  
  

  

4.     
  
  

  
  
  

   
  
  

  

Diperoleh bahwa       artinya ada suatu 6dempotent     bukan central 

mengakibatkan   bukan suatu ring abelian. 

Untuk menunjukan   suatu modul abelian ambil sembarang    
  
  

    

dan    
  
  

    dan    
  
  

   . Perhatikan bahwa 
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Diperoleh bahwa         menunjukkan bahwa   suatu  -modul abelian. 

Lemma 2.12 

1. Jika    -modul suatu modul abelian maka submodul dari    -modul juga 

modul abelian. 

2. Jika   dan    adalah  -modul abelian dan        merupakan 

homomorfisma modul maka         dan       merupakan modul abelian. 

3. Jika   suatu ring dan                 merupakan modul-modul abelian 

atas   maka direct product dari keluarga modul                 atas   

merupakan modul abelian . 

4. Jika   suatu ring dan                 merupakan modul-modul abelian 

atas   maka direct sum dari keluarga modul                 atas   

merupakan modul abelian . 

Lemma 2.13 

1. Jika    -modul adalah modul semikomutatif maka    -modul adalah  

modul abelian.  

2. Jika    -modul adalah suatu     -modul dan modul abelian maka    -

modul adalah modul semikomutatif. 

 

 Lemma- lemma dibawah ini menunjukkan bahwa setiap modul 

semikomutatif, setiap modul tereduksi, setiap modul armendariz, setiap modul 

armendariz deret pangkat, dan setiap modul simetrik merupakan modul abelian 

dan menunjukkan terdapat hubugan antara antara modul abelian dengan modul 

semikomutatif, modul tereduksi, modul armendariz, modul armendariz deret 

pangkat, dan modul simetrik. 

Lemma 2.14 

1. Jika    -modul merupakan modul tereduksi maka    -modul merupakan 

modul abelian. 

2. Jika    -modul merupakan p.p-modul dan modul abelian maka    -modul 

adalah modul tereduksi. 

Lemma 2.15 

1. Jika    -modul adalah armendariz maka    -modul adalah modul abelian.  

2. Jika    -modul adalah     -modul dan modul abelian maka    -modul 

adalah modul armendariz. 
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Akibat 2.16 

1. Jika    -modul adalah modul armendariz dari deret pangkat maka   

adalah abelian. 

2. Jika    -modul adalah     -modul dan modul abelian maka    -modul 

adalah modul armendariz deret pangkat. 

Lemma 2.17 

1. Jika    -modul merupakan modul simetrik maka    -modul merupakan 

modul abelian. 

2. Jika    -modul merupakan p.p-modul dan modul abelian maka    -modul 

adalah modul simetrik. 

Contoh 2.18 

Ada suatu modul abelian yang bukan merupakan armendariz, semikomutatif 

dan tereduksi. 

Misalkan     
  
  

                       suatu ring  matriks 

atas  , membentuk modul atas dirinya sendiri,    -modul. Karena  
  
  

  dan 

 
  
  

  elemen idempotent di  , ambil sembarang   
  
  

    dan 

 
    

    
   . Perhatikan bahwa, 

 
  
  

  
  
  

  
    

    
   

  
  

  
    

    
 

  
  
  

  
  
  

  
    

    
  

dan 

 
  
  

  
  
  

  
    

    
   

  
  

   
  
  

  
  
  

  
    

    
  

Oleh karena itu    -modul abelian. 

Untuk  
  

   
   dan  

  
  

   , didapat  
  

   
  

  
  

   
  
  

  

tetapi  
  

   
  

  
  

  
  
  

   
  
  

 , untuk suatu  
  
  

   . Sehingga 

   -modul tidak semikomutatif. 

Misalkan 
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Dengan           , tetapi  
  
  

  
  
  

   
  
  

 . Oleh karena itu 

   -modul bukan merupakan modul armendariz. 

Karena untuk setiap modul tereduksi adalah modul semikomutatif, maka    -

modul bukan merupakan modul tereduksi. 

Teorema 2.20 

Misalkan    -modul merupakan p.p-modul. Maka pernyataan berikut 

ekuivalen: 

1.    -modul adalah modul tereduksi 

2. M R-modul adalah modul simetrik 

3. M R-modul adalah modul semikomutatif 

4. M R-modul adalah modul armendariz 

5. M R-modul adalah modul armendariz deret pangkat 

6. M R-modul adalah modul abelian 

Bukti: 

     

Misalkan    -modul merupakan modul tereduksi dan p.p-modul. Ambil 

sembarang     dan       dengan      , karena    -modul suatu 

p.p-modul,            , untuk suatu idemmpoten      mengakibatkan 

      dan     . Karena    -modul merupakan modul tereduksi, tidak 

sulit untuk menunjukkan bahwa    -modul merupakan modul semikomutatif 

sehingga didapat       . Untuk     perhatikan bahwa, 

                

Oleh karena       maka    -modul merupakan modul simetrik  

     

Misalkan    -modul merupakan modul simetrik dan p.p-modul. Ambil 

sembarang     dan      dengan     . Karena    -modul adalah p.p-

modul maka            untuk suatu 9dempotent     akibatnya      

dan     , ini berarti      . Karena setiap    -modul simetrik 

merupakan    -modul abelian. Sehingga           . Dengan 

mengalikan   disisi kiri maka didapat       , karena      menyebabkan 

     . Jadi    -modul merupakan modul semikomutatif. 

     

Misalkan    -modul merupakan modul semikomutatif dan p.p-modul. Karena 

setiap    -modul semikomutatif merupakan    -modul abelian. Dan jika 

   -modul merupakan modul abelian dan p.p-modul maka    -modul 
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merupakan modul armendariz. Sehingga untuk sembarang              

         dan                       dengan            

dimana           dan           maka             . 

     

Misalkan    -modul merupakan modul armendariz dan p.p-modul. Karena 

setiap    -modul armendariz merupakan     modul abelian. Dan jika     -

modul merupakan modul abelian dan p.p-modul maka    -modul merupakan 

modul armendariz deret pangkat. Sehingga untuk sembarang          

             dan                       dengan          

  dimana             dan             maka              

       . 

     

Misalkan    -modul merupakan modul armendariz deret pangkat dan p.p-

modul, berdasarkan akibat 2.16 maka    -modul merupakan modul abelian. 

     

Misalkan    -modul merupakan modul abelian dan p.p-modul, berdasarkan 

lemma 2.14 maka    -modul merupakan modul tereduksi. 

 

3. KESIMPULAN 

 

1. Setiap ring tereduksi, setiap ring semikomutatif, setiap ring armendariz, 

setiap ring armendariz deret pangkat, dan ring simetrik merupakan ring 

abelian.  

2. Terdapat hubungan antara ring abelian, ring semikomutatif, ring simetrik, 

ring tereduksi, ring armendariz, ring armendariz deret pangkat. Hubungan 

tersebut terdapat dalam pernyataan ekuivalen berikut :  

Misalkan suatu ring   merupakan p.p-ring Maka  

1.   adalah ring tereduksi 

2. R adalah ring simetrik 

3. R adalah ring semikomutatif 

4. R adalah ring armendariz 

5. R adalah ring armendariz deret pangkat 

6. R adalah ring abelian 

3. Setiap modul tereduksi, setiap modul semikomutatif, setiap modul 

armendariz, setiap modul armendariz deret pangkat, dan setiap modul 

simetrik merupakan modul abelian.  
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4. Terdapat hubungan antara modul abelian dengan modul semikomutatif, 

modul tereduksi, modul armendariz, modul armendariz deret pangkat, dan 

modul simetrik. Hubungan tersebut terdapat dalam pernyataan ekuivalen 

berikut :  

Misalkan    -modul merupakan p.p-modul, maka 

1.    -modul adalah modul tereduksi 

2. M R-modul adalah modul simetrik 

3. M R-modul adalah modul semikomutatif 

4. M R-modul adalah modul armendariz 

5. M R-modul adalah modul armendariz deret pangkat 

6. M R-modul adalah modul abelian 
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